Chuong 2. Gidi han va su lién tuc
cta ham s6 mét bién
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Gidi han cia ham s6 mot bién



Doan, khoang, nira khoang

Cho a, b € R. Ta dua ra ba dinh nghia vé doan, khodng, va nlra khodng

Doan : [a,b] = {x € Rla < x < b}
Khodng : (a,b) = {x € Rla < x < b}
Nta khoang : [a, b) = {x € R]a < x < b}
Nira khoang : (a, b] = {x € Rla < x < b}

Ngoai ra, ta con st dung thém hai gia tri +00 va —oo nhu 13 dau mat
clia mdt khodng, nira khodng. Vi du nhu

[a,+00) = {x € Rla < x}

(=00, b) = {x € R|x < b}



Gidi han ham sb

Dinh nghia 1. Cho mét ham sb f(x). Mét sb A € R dugc goi 1a gidi han
ctia ham sb f(x) tai diém x = a néu véi moi & > 0 bt ky déu ton tai
6 > 0 sao cho

[f(x) —Al<e Vxe{zeR:0<|z—a|] <{}

Khi dé ta néi f(x) cé gidi han hitu han tai x = a, ki hiéu la

lim f(x) = A.

X—a

Nhan xét.

1. Thay vi néi “f(x) cé gidi han hitu han tai x = a", ta cé thé néi gon
la "f(x) c6 gidi han tai x = a"

2. Gi4 tri cla ham sb f(x) tai x = a khong dugc nh3c dén trong
dinh nghia vé gidi han ctia ham sb

3. Chit € doc la epsilon, chit 6 doc la delta



Bai tap 1. Ching minh Iim32x =6.
X—
Goi y. Xét e > 0 bAt ky, can chon ra mét gi4 tri & phi hop.

Bai tap 2. Ching minh limx? = 9.

; . x—3 N
Goi y. Khi x tién gn té6i 3 thi ta cé thé danh gid |x 4+ 3| nhé hon mét
gia tri cb dinh nao?

1 1
Bai tap 3. Ching minh lim— = .
x—3X 3

Bai tap 4. Cho x € R, ta dinh nghia [x] 13 s6 nguyén 16n nhit khéng
vuot qua x. Vi du [2,4] = 2,[-2.4] = 3. Chitng minh ménh dé

AR

|a mét ménh dé sai.






Gidi han ham s6 tai vo6 cung

Dinh nghia 2. Cho mét ham sb f(x). Mét sb A € R dugc goi 1a gidi han
clia ham sb f(x) tai diém x = +o0 néu véi moi € > 0 bit ky déu ton tai
A sao cho

If(x) —Al<e Vx> A.

Khi d6 ta viét lim f(x) = A.

—>400

Dinh nghia 3. Cho mét ham sb f(x). Mét sb A € R dugc goi 1a gidi han
clia ham sb f(x) tai diém x = —oo néu véi moi € > 0 bit ky déu ton tai
A sao cho

[f(x) — Al <e Vx<A.
m f(x)=A.

li
——00

Khi dé ta viét
X

Nhan xét. Ki hiéu A doc la delta.



1
Bai tap 5. Ching minh Ilim — =0.

X—r+00 X



Tinh chét cta gii han ham sb

Gia st hai ham f(x) va g(x) 1an lugt cé gidi han tai x = a Ian luot 1a L
va K, tic la limf(x) = L va limg(x) = K. Khi dé
X—a

X—ra
o lim f(x)+g(x)=L+K
X—ra

e lim C-f(x)= CLvé6i C 1a mbt hing sb

X—a

o l@a f(x)-g(x) =KL

e lim o) _K véi diéu kign L # 0
x—a (x) L

Bai tap 6. \Vdi gia thiét nhu trén, chéng minh lim f(x) —g(x) = L — K.

X—ra



Bai tap 7. Tinh cac gidi han sau
a) lim5x% —7x + 6
x—1

x—1
b) i
) xHITOO3x+2

¢ lim vx2+1—x

X—>+00
x2 —3x+2
d) lim——
) XT;IZ X2—|—X—6

Bai tap 8. Tinh cac gidi han sau
x*—x34+x2-3x+2

a) lim
) x=1 x3—x2—x+1
CoxP—1
b) lim
><—>lX2 -1
xM — .
c) lim véi m, n la cdc s6 nguyén ducng
x—1 X" —
. 1 3
d) lim
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Dinh ly vé gi6i han cia ham sb

Dinh Iy 1. Cho ba ham sb £, g, h v6i mién x4c dinh D thdéa man
f(x) <g(x) < h(x)VxeD
Biét ring ton tai mdt gié tri a (a € R, a=+00, hodic a = —o0) théda man

limf(x) = limh(x) = A

X—ra X—ra

Khi dé limg(x) = A.

X—a

Bai tap 9. Ching minh lim X — 0.

X—4o0 X
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Gidi han mot phia

Dinh nghia 4.

1. Cho mét ham sb f(x). M6t s6 A dugc goi 13 gidi han bén phai cla
ham f(x) tai diém x = a néu véi moi tham s& € > 0 b4t ky ton tai
6 > 0 sao cho

[f(x)—Al<e Vxe{x:a<x<a+d}.
Khi dé ta viét lim f(x) = A.
x—at

2. Cho mét ham sb f(x). Mét sb A dudc goi I3 gidi han bén trai clia
ham £(x) tai diém x = a néu v6i moi tham sb & > 0 bat ky tén tai
6 > 0 sao cho

[f(x)—Al<e Vxe{x:a—d<x<a}.

Khi dé ta viét lim f(x) = A.

X—a~
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Bai tap 10. Ching minh lim M = il

x—0t X

Bai tap 11. Xéc dinh lim X

x—0— X

Bai tap 12. X4c dinh lim [x], lim [x].
x—3% x—3~
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Dinh Iy vé giéi han mét phia

Dinh ly 2. Ham sb f(x) c6 gié tri gi6i han tai diém x = a khi v chi khi
tai diém dé cac gidi han bén phai v bén trai ton tai v3 bing nhau.
Trong trudng hop ndy gidi han clia ham b3ng gidi han mdt phia.

14



Ham v6 cung bé & ham v6 cung I16n

Dinh nghia 5.

Ham sb f(x) dugc goi 3 vé cling bé khi x — a néu lim f(x) = 0.
X—ra

Ham s6 f(x) duoc goi 1a v6 cling 16n khi x — a (viét 13 lim f(x) = c0)
X—ra

néu véi moi M > 0 tbn tai § théa man

|£(x)

>M V¥xe{zeR:0<|z—a| <d}

Nhan xét. Mot cach tuong tu, ta dinh nghia dugc ham sb vo cung bé,
ham sb vo cung I6n khi x — 400, x = —o0.
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e d(x) = x la mét ham v6 clung bé khi x — 0

o f(x

)

) = sin(x) la mét ham vé cung bé khi x — 0
e g(x) = |x — 3] la mét ham v6 clng bé khi x — 3

)=

)

[ ]
>

1 .
‘ 3] [ mdt ham v6 clng I6n khi x — 3
% —

x) = x% — x4 1 1a mét ham vd cling 16n khi x — 400

[ ]
==

(x
(
o /(x) = —x+11a mét ham vd cung I6n khi x — 400

Dinh ly 3. Né&u £(x) 12 mét ham v& cling 16n khi x — a thi ham

mo&t ham v6 cung bé khi x — a.

b
f(x)

la
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Nhan xét. Cho mdt hang sb ¢ va f(x), g(x) 13 hai ham sb v6 cling bé khi
x — a. Khi dé ham sb f + g,f — g,c - f va f - g ciing |2 nhitng ham sb
v0 clng bé khi x — a.
Cau hdi.
1. Nhan xét con ding khi thay “vé cling bé” béi “vé cling 16n”
hay khéng?
. N 2 0
2. C6 thé dua ra nhan xét nao vé ham s6 — hay khéng? Né [a mot
g

ham s6 v6 cling bé hay vé cling I6n (khi x — a)?
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So sanh cac ham vo6 cung bé

Dinh nghia 6. Cho hai ham s f(x) va g(x) v6 cling bé khi x — a.
Hai ham nay duoc goi |3 tuong duong véi nhau néu

Mét s6 cip ham vo cling bé tuong duong khi xét x — 0

e sinx va x e In(1+ x) va x

e tanx va x " .
i . e ¥ —1vax
® arcsin x va x

arctan x va x o (1+x)*—1vaax

T cac cdp ham trén, ta suy ra cac gidi han tuong ng, vi du nhu

i In(1 1 “—1
lim s 1; lim u = 1: lim % _
x—0 X x—0 X x—0 X

1;...
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Bai tap 13. Tinh cic gidi han sau

1 g
a) lim + VX
x——11 4+ \7)?

b) lim
x—0 X

c) lim vx?+45x+x
X——00

V1i+x+x2-1
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Ham so lién tuc




Dinh nghia

Dinh nghia 7. Cho ham sb f(x). Ham f(x) dugc goi Ia lién tuc tai diém
x = a néu Vvdi moi € > 0, tén tai 6 > 0 sao cho

If(x)—f(a)] <e Vxe{x:|x—al<d}.

Nhan xét. Moi ham so cap co ban déu lién tuc tai moi diém trong
mién xac dinh cla ham so dé.
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Dinh Iy 4. Cho hai ham sb f(x) va g(x) déu lién tuc tai diém x = a.
Khi dé

1. Cicham f+g, f — g, f - g lién tuc tai diém x = a

. f :
2. Néu g(a) # 0 thi — lién tuc tai diém x = a
g

Dinh Iy 5. Cho ba ham sb f,g va h théa man h = g o f. Biét ring
ham £ lién tuc tai diém a, ham g lién tuc tai diém f(a). Khi d6 ham h
lién tuc tai diém a.
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Lién tuc bén trai, lién tuc bén phai

Dinh nghia 8. Cho ham sb f(x).

Ham s& f(x) lién tuc bén phai tai x = a néu Iim+f(x) = f(a).
X—a

Ham s& f(x) lién tuc bén tréi tai x = a néu lim f(x) = f(a).
X—ra~

Dinh ly 6. Ham sb f(x) lién tuc tai x = a khi va chi khi ham s6 f(x)
lién tuc phai tai x = a va lién tuc trdi tai x = a.
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Bai tap 14.
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Diém gian doan, diém gian doan khir dugc

Dinh nghia 9. Cho ham sb f(x). Diém x = a duogc goi la mot diém
gién doan clia ham s& f(x) néu f(x) khéng lién tuc tai x = a.

Dinh nghia 10. Cho ham sb f(x) véi diém gian doan x = a. Néu
lim f(x) va lim f(x) ton tai va thda man
x—at X—a~
lim f(x) = lim f(x) # f(a)
x—at X—a~
thl x = a 13 mét diém gidn doan khir dugc.
Nhan xét. Trong trudng hop nay, gidi han lim f(x) ton tai (vi
X—a

gi6i han trai va gii han phai déu tén tai va bing nhau).

Bai tap 15. Chdng minh x = 0 13 mét diém gian doan khir dugc cha

f(x) véi
F(x) = { Ix| néux#0

1 néu x =0 24



25



Diém gian doan loai I, loai Il

Dinh nghia 11. Cho ham sb f(x) véi diém gidn doan x = a.

1. Néu lim f(x) va lim f(x) ton tai va thda man
x—rat xX—a~

lim f(x) # lim f(x)

x—at X—a~

thi x = a |3 mét diém gian doan loai I.
2. Néu lim f(x) hoic lim f(x) khéng tén tai thi x = a I3 mét diém
x—at x—a~
giadn doan loai Il.

Cau héi. Chi ra diém gian doan (va phan loai ching) clia nhiing ham sb

sau day
2) () = [
b) g0 =
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Ham lién tuc trén doan thang

Dinh nghia 12.

1. Ham f(x) dudc goi la lién tuc trén khoang (a, b) néu né lién tuc tai
moi diém trén khodng dé.

2. Ham f(x) dugc goi la lién tuc trén doan [a, b] néu né lién tuc tai
moi diém trén khodng (a, b), lién tuc bén phai tai diém a va lién tuc
bén trai tai diém b. Lép ham nay dugc ki hiéu la C[a, b].
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Dinh ly Bolzano-Cauchy 1/Il

Dinh ly 7. Cho ham sb f(x) théa man f(x) lién tuc trén doan [a, b] va
f(a).f(b) < 0. Khi d6 ton tai mét diém c € (a, b) sao cho f(c) = 0.

Dinh Iy 8. Cho ham sb f(x) théa man f(x) lién tuc trén doan [a, b] va
f(a) # f(b). V6i moi s& M n3m giita f(a) va f(b), ton tai mét diém
c € (a,b) sao cho f(c) = M.

Nhan xét. Dinh Iy Bolzano-Cauchy c6 thé dugc st dung dé tim gis tri
x4p xi cla nghiém cla phuong trinh. Cu thé, cho f(x) la mét ham sb
thda man didu kién cda dinh Iy 7, khéng mAt tinh téng quét, gid sk
f(a) < 0,f(b) > 0. Theo dinh ly, ton tai mdt nghiém clia phuong trinh
f(x) = 0 thudc khodng (a, b). Xét gié tri f(252),

o Néu f(2f2) > 0 thi f(x) = 0 c6 nghiém thudc khodng (a, 252).
o Néu f(22) < 0 thi f(x) = 0 cé nghigm thudc khodng (252, b).

Thuc hién lién tiép thao téc trén, ta thu hep dugc pham vi ctia nghiém.
28
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